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Synopsis：　We　consider　the　Wess－Zumin（トWitten（WZW）model　of　level
K∈Z＞o，based　on　a　compact　Lie　group　G．　In　this　note，　we　regard　the　WZW
model　as　a　cんαrged　system　and　quantize　it　by　the　geometric　quantization．　The
con五guration　space　of　the　model　is五G＝Map（5F1，G），　the　loop　group．　We
assert　that　the　space　of　quantum　states　of　the　model　is　O黛（LG），　where五G　is
acentral　extension　of五G　by　T＝31　andψ∈0黛（LG）meansψ：五G→C
withψ＠）＝孟一Kψ（9）f・・オ∈T．　W・al…1・・ify・th・’・ea・・n　why　the　cent・al
extensionゐG　and　its　level　K　representatio耳s　apPeaL
Key　words：geometric　quantization，　WZW　model，　loop　group
1
? Introduction
It　is　suitable　to　treat　the　WZW　model［6］as　a　cんarged　system（［2］，　Chap．10
0f［5］orp．1870f［7］）・
　　　In　generaユ，　a　charged　system（g；〈，〉，u，β）consists　of　a　cσnfiguration　spa£e
q　which　is　a　possibly　infinite　dimensional　C°°－manifbld，　a　Riemannian　metric
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〈，＞on（？，　a　potential　u：9→Rand　a　closed・2－f（）rmβon　9．　We　denote
apoint　of　the　tangent　bundle　Tg　by（q，のwhen　v∈Tq（～．　If　the　2－formβ
1s　exαct，1．e．，　there　exists　a　1－formαon（2　with　dα＝β，　then　the　Lagrangian
function　is　given　by
（1．1） L：TQ→R；　　　　　　　　1（q，v）　”5〈v，v＞・－u（q）＋〈α，の・，
where　the　second〈，＞q　is　the　pairing　of　a　1－form　and　a　vector　on　7㌃g．
motion　is　govemed　by　the　Principle　of　Least　Action：
（1・2）δμ五一・一箒・一霧一鑑一・・
Ifβis　not　exa£t，　then
Uof　which　we　have　a　1－formασon　U　with　dασ＝
have　a
（1．3）
The
　　　　　 　　　　　　we　co sider　an　open　covering｛U，　V，．．．｝of　g－，　on　each
　　　　　　　 　　　 　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　β1σ・In　 is　case，　we　only
local　Lagrangian　on　each　TU　given　by
五σ：TU→R；（9，の結〈・，v＞，一・（9）＋〈α・，v＞，．
Though　the　solution　curves　of（1．2）withゐreplaced　by五ひor五y　coinside　on
σ∩v．
　　　For　the　WZW　model　based　on　a　compact　Lie　group　G，　we　take　the　configu－
ration　space　as（Q＝LG：＝Map（Sl，G），　the　loop　group．　We　write　an　element
of　g　as　g（ロ），　where　o　means　the　dummy　of　a∈Sl，　and（g（ロ），δg（ロ））∈Tq
meansδ9（ロ）∈TOfロ）q，　i・e・，δ9（σ）∈Tg（σ）G　for　e　achσ∈Sl．
　　　We　consider　a　fixed　K∈Z＞o．　The　metric　is　given　as
（1．4）
where〈，
（1．5）
〈6・9（・），6・9（・）＞St・）－4。倉・〈6・9（・），6・9（・）〉，（。）
＞gis　the　Riemannian　metric　on　G　defined　by
〈6・9，δ・9＞、・＝〈9－1δ・9，9－16・9＞f・・6、9，6、9∈T，G
and　〈ξ，η＞forξ，η　∈　9，　the　Lie　algebra　of　G，
－tr（ξη）．　The　potential　u：Q→Ris　given　by
（1．6） U（9（・））
is　the　positive　Killing　form：
嘉∠㌔・〈9’（・），9’（・）＞af。），
9’i・）一諾9（・）・
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Finally，　at　g（ロ）∈9，　we　give　the　2－formβby
（1．7）
制δ・9（・），δ・9（・））－K　f。2π　d・Ω鼠・）（9’（・），δ・9（・），δ・9（・）），
whereΩis　the　3－form　on　G　defined　by
（1．8）
Ω，（δ・9，δ・9，6・9）一岩〈9－・δ・9，［9－’δ・9，9－16・9］＞f・・6・9，6・9，6・9∈T・G・
This　formΩis　closed　but　not　exact．　The　2－formβof（1．7）is　also　shown　to
be　closed　but　not　exa£t．　The　usual　action　functional　of　WZW　model　can　be
regarded　as　the　Euclidification　of　the　tim6　integration　of　the　local　Lagrangian
（1．3）given　by　the　above　terms．
　　In§2，　we　describe　the　general　formalism　of　geometric　quantization　fbr
charged　systems．　In§3，　we　consider　the　symmetry　of　the　WZW　model　and　see
that　the　Noether　charges　for　the　gauge　symmetry　have　the　suitable　shape　for
the　quantization　program　of§2．　In§4，　we　give　the　Hilbert　space（the　spa£e
of　quantum　states）and　clarify　the　reason　of　the　appearance　of　the　centraユ
extension五G．
　　　The　quantization　of　the　model　by　Path　Integral　is　considered　in［1］．　By　the
mathematical　point　of　view，　Path　Inもegral　is　not　fully　acceptable．　So　there　is
ameaning　in　the　approach　of　this　papeL　AIso　the　symplectic　structure（9．5．2）
of［3］is　defined　onΩG，　the　based　loop　group．　Our　symplectic　structure　is
the　canonical　one　on　the　cotangent　bundle　of　LG．　Our　line　bundle　over五G
。pP・ars　nat・・ally　by　th・s・h・6di・g・・p・1・・i・ati・n．　H・nce・u・m・th・d・9i…a
clear　reason　of　the　apPearance　of　the　looP　group　and　its　central　extension・
2? Geometric　quantization　of　charged　systems
We五rst　describe　the　formahsm　of　the　geomeもric　quantization［5］［7］of　a　general
symplectic　manifold（M，ω），　that　is，ωis　a　closed　and　non－degenerate　2－form
（symplectic　2－form）oLM．　For∫∈0°°（M），　we　de丘ne　Vf∈V（M），　the
space　of　all　vector　fields　onルf，　by－（if＝ω（Vf，・）．　Then　the　Poisson　bracket
of∫1，∫2∈O°°（M）is　given　by｛∫1，ゐ｝：＝ω（「Vf1，V｝2）ニマ｝、・ゐand　the
cofrespondence∫ト〉巧is　a　Lie　algebra　homomorphism：防、，Vfi｝＝V｛　f，，∫2｝．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　first　step　is　to　assign　a　linear　operator／fbr∫∈0°°（M）so　that　the
following　condition　by　Dirac　is　satisfied：
（2．1）
　A　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
［fi，f2］＝　一一　if3， fi，　f2，　f3＝｛fi，f2｝∈0◎◎（M）．
We　impose　that
（2．2） ［ω／2π］∈　H2（M；Z），
which　is　the　condition　of　the　existence　of　a（complex）丘ne　bundle　B　oveLM
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwhose五rst　Chern　class　is［ω／2π］．　We　denote　by　r（B）the　space　of　all　O°°
sections　of　B．　The　bundle　is　equipped　with　the　connection▽whose　curvature
equals　toωin　the　sense　that
リ　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ▽Vl▽が一▽巧▽が一▽【脳】5＝－iω（yi，v2）5
for▽i，　V2∈V（M）and　j∈r（B）．　For∫∈0°°（M），　we　define　the　linear
　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リoperatorノ：r（B）→r（B）by
（2。3） f・」　：F　－i▽v｝5十∫5，
for　5∈r（B）．　Then　the　condition（2．1），．repla£ing＾with　U，is　satisfied．
　　　The　second　step　is　to　restrict　the　sections　to　those　depending　on　only　haH
北he　variables　of。M．　In　order　that　we　take　a　polarizαtion　H＝｛Hm；m∈M｝．
This　means　H皿is　a　subspace　of　Tm、M　and　the　conespondence　mト＞Hm　is
smooth（distribution），』integrable　in　the　following　sense：Vl，V2∈Vn（M）⇒
［V｝，V2］∈VH（M），　where　Vn（M）：＝｛V∈V（M）；Vm∈H㎜fbr　all　m∈M｝，
and、Lαgrαngiαn　in　the　sense　that　Hm　is　a　Lagrangian　subspace　of　Tmル1．　Then
we　consider　the　space　of　sections　covariantly　constαntαlong　H：rn（B）：＝
｛5∈r（B）；ウ・5＝Of・・V∈V。（M）｝．　Th・p・・bl・mi・n・wwh・th・・r。（B）i・
　　　　　　　　　　　　　　サinvariant　under∫of（2．3）．　As　shown　below，　this　problem　is　resolved’for　func－
tions　corresponding　to　gauge　currents　if　we　take　the　Schr6dinger　polarization
for　charged　system．
　　　We　now　consider　a　charged　system（g；〈，〉，u，β）．　Although　（？　for　the　WZW
mρdel　is　in丘nite　dimensional，　we　explain　the　procedure　f（）r　finite　dimentional
cases　and　write　as　g＝（qゴ）＝（ql，92，．．．，qN）∈Qand　so　on．
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　　　On　the　cotangent　bundle　M＝T＊g，　whose　point　is　written　as（q，P）＝
（g3，pk）when　p∈（Tq（？）＊，　we　have　the　canonical　2－formωo：＝吻ゴ〈吻3＝dθ，，
θo：＝pゴ吻ゴ．This　is　symplectic．　The　phase　spa£e　of　the　charged　system　is
T＊（～，but　as　the　symplectic　2イorm，　we　take
（2・4）ω・・一ω・＋β一吻ゴ〈dゲ＋1繭くdg鴇・・一β（赫）・
Th・n，　t・ki・gω一ω・，　w・h・v・巧＝諾赤一諾義一防噺畿and
　　　　　　　　　　　　｛f、，f2｝－1欝一1拳1静（q）撒，
fol∫，五，ゐ∈0°°（M）．　The　Hamiltonian∬∈0°°（M）is　given　by∬（g，　p）＝・
圭〈p，p＞q十u（g），　where〈，＞q　in　this　fbrmula　is　the　one　given　through　the
isomorphism　　　　．
（2．5） （9，v）∈Tq　←〉　（q，P）∈T＊q；P＝〈v，・＞q．
The　solution　curve　of　VH∈V（M）is　eqUivalent　to　the　solution　on　g　by　the
Principle　of　Least　Action　for　the　Lagrangian（1．3）．　See§20f［2］．
　　　Next　quantizati（5n．　Sinceωo　is　exact，　the　condition（2。2）forω＝ωβis
equivalent　to
（2．6） ［β／27「】∈　H2（Q；Z）．
We　assume　that　the　con（htion　is　satis五ed．　As　the　polarization，　we　take　Hm：＝
・p・n｛素，諸，…，謝・tm－（9，P）∈M，・al1・dth・5・んrb’d吻・・蜘伽一
tion．　We　say∫∈0°°（M）is　H－preserving　if　the　flow　generated　by巧preserves
H：y∈Vn（M）　⇒　£v｝V∈VH（M），　where£y　is　the　Lie　derivative．　For
W－．Wゴ（9）赤∈V（Q），w・p・t
（2．7） fw＝fw（q，P）・＝〈P，　w＞，＝w」（のPゴ∈o°°（M）
and∫1（M）：＝｛fw十ん；W∈V（（？）andん∈O°°（Q）｝，　the　set　of　all　func－
tions　on　M　at　most　linear　in　p．　Then　we　have
（2．8）　　∫∈O°°（M）：II－preserving　⇔　∫∈∫i（ノレf）・
We　also　have
（2．9） 伽1＋ん・，瓦＋ん・｝＝加，岡一β（W・，W2）＋W・・ん・一％・ん1・
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This　implies　that∫i（M）is　closed　under｛，｝．　For　f∈∫i（M），　it　is　shown
　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サthat　rn（B）is　invariant　under　the　operator　f　given　by（2．3）：
（2．10） リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サノ：rH（B）→rH（B）．へ
The　operators（2．10）satisfy（2．1），　replacing＾with　U．
　　　Regarding　q⊂Mas　zero　sections，　we　considerβ：＝BIQ，　which　is　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　リline　bundle　over　g　whose　first　Chern　class　is［β／2π］．　The　connection▽on　B
naturally　derives　a　connedion▽on　B，　whose　curvature　isβ．　Then　we　have
the　natural　isomorphism：
（2．11） 　　　りrH（B）　→　r（B）；5　ト＞　5：＝鞠9・
For∫＝fw＋ん∈fi（M），　the　operator　l　of（2．3）can　be　regarded　through
　　　　　　　　　（2，11）as∫：r（B）→r（B），　whose　concrete　shape　is　given　by
（2．12） 　∫・3　＝　－i▽w・8十ん3．
　　　　　　　　　　　　　　AThese　operators　f　for　f∈fi（M）satisfy（2．1）．　Thus　we　have　the　satisfactory
quantization　procedure　fbr　functions　in　F1（M）representing　on　the　space　r（B）．
Cf．　Chap．100f［5］．
3? Symmetry　of　WZW　model
In　general，　the　symmetry　of　a　charged　system（g；〈，〉，u，β）is　described　as
follows・We　omit　not　so　important　conditions．　See，　for　details，§30f［2］．　We
assume　the（～is　connected　and　simply　connected　for　simplicity．　W6　consider
the　space　of　all　paths　Path　g：＝Map（R，　g）whose　element　is　written　as　g（・）．
Let　G　be　a（possibly　in五nite　dimensional）Lie　group，　which　is　assumed｛σbe
connected，　a£ting　on　Path（～．　The　a£tion　is　written　asッ・g（・）∈Path　g　for
ッ∈Gand　g（・）∈Pathg．
　　　The　invariance　of　the　system　under　the　G－action　means：forξ∈q，　the
Lie　algebra　of　G，　putting　g‘（・）＝exp（－6ξ）・g（・），　the　Lagrangian　Lσfor　each
σof　the　open　covering　of　g　is　invariant（up　to　time　derivative）in　the　fbllowing
sense
（3・1）　妾聯），ゲ（の）1…一藷7（ちq（聯））
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for　some　RF＝R7（ちg，の．　Then　the　space　of　a皿solutions　So1（～is　invariant
under　the　G　action．　For　fixedオo∈R，　there　is　the　bijection
（3．2）　　（qo，vo）∈T（～　←＞　q（・）∈　Sol（～　with　g（オo）＝go，φ（オo）ニvo．
Hence　we　have　aGactiononTQ　derived　by　the　original　action　on　Solq
through（3．2）．　We　write　it　as
（3．3）　　ッ・（g，の∈T（～fbrッ∈Gand（g，の∈Tg．
The　local　fbrm　of　the　a£tion（3．3）is　easily　obtained　once　the　concrete　fbrm　of
the　action　on　Path　q　is　given」
　　　In　general，　a　G　action　on　a　manifold　X：¢∈XI→ッ・x∈Xderives　the
vector五eld　VE　fbrξ∈qby（remark　the　sign　of一ξξ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
（3・4）　　．　　　　　角　　　　VE（x）　：＝　灰［exp（一ξξ）°コじ］lc＝o　・
The　corresponΦnceξト・VC　is　a　Lie　algebra　homomorphism：
（3．5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Viξ，η】　＝　　［「レ2，「レi］　・
Then　the　vector　field　Ve∈V（TQ）forξ∈旦in　the　sense　of（3・4）fbr　the　action
（3．3）is　written　aβ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　∂
（3・6）　　VE＝Al（9，の∂9ゴ＋Bl（9，v）∂が・
Thi畷（9，の・an　b・・ead・ff・f・・m　th・G・・ti・n・n　P・th　g・・f・ll・w・・f・・
ξ∈q，we　have　a　function・4Z（ち9，のfbr　which
（　　　　　　　　d　．3・7）　麗9り（t）1…一減1（ち9（オ），a（オ））…（・）一・xp（一・ξ）・q（・），
and噛，　v）＝Ai（to，9，　v）wh・・eオ・i・th・・n・i・（3・2）・
　　　We　pUI1　back　the　symplectic　structure　on　T’q　to　T（～through　the　isomor－
phism（2．5）and　use　the　same　notationsωβ，｛，｝or∫1（7「q）．　It　is　seen　that
the　vector　field　VC∈V（T9）is　localy　Hamiltonian：」C　Vヒ　CVβ＝0．　Since　we　have
assumed　g　is　simply　connected，　it　is　globally　HamHtonian，　i．e．，
（3．8）　　　Ve＝γ｝、　f・・s・m・le∈0°°（TM）・
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The　function　Ie∈0°°（T9）is　locaユly　written　as
（3・9）　・C（9，の一誓㊤，のAl（9，の一RF（t。，9，の，
wh・・e五l　i・i・（3．6）and　R7　i・i・（3．1）withオ。　b・i・g　i・（3．2）．　Th・・h・p・・f　thi・
function　is　the　one　by　the　usual　Noether，s　procedure，　hence　is　invar重ant　along
solutions．　The　functions　Ie∈0°°（T（～）is　determined　modulo　constant．　We
ehminate　the　ambiguity　for　example　by　requiring　them　to　vanish　at　a　point　of
Tq　which　is　fixed　beforehand．　Then　we　have
（3．10） ｛lc，In｝　ニ　1［ξ，η】＋c2（ξ，η），
where　c2：旦×旦→Ris　a　Lie　algebra　cocycle　which　capnot　be　eliminated
in　genera1．　There　is　a　method　to　obtain　the　cocycle　from　th6　shape　of　the　G
action　on　Path　q（Th．3．10f［2］）．　We　call　the　function　le　the　Noether　cんαrge
forξ∈9．
　　　Folレ［z∈V（q），　we　also　write　as　fw∈0°°（T（～）correspohding　to（2．7）
through（2．5）：
（3．11） fw（q，v）＝〈v，　w＞，．
　　　We　now　back　to　the　WZW　case：g＝ゐG．　In　this　case　Path　g＝Map（R×
51，G），　that　is，　the　space　of　G－vaユued　fields　g＝g＠）＝g（xo，xl），　where
xo＝7（＝t）and♂＝σ．　On　R×31，　we　introduce　the　light－cone　coodinate：
x±：＝xo±x1．　We　also　write　the五eld　as　g＝9（¢十，x一）．・
The　gauge　symmetry　of　the　model　is　described　as　follows．　The　symmetry
group　is．　G＝五＋G×五一G，　where五±G　meansもhe　space　of　G－valued　2π一
periodic　function　of　x±．　The　action　of（”）’＋，7一）∈L＋G×、五一G　on　field　g・＝
9（コじ十，21一）is　given　by
（3．12） 9（十一x，x）→ツー（x－）9（x＋，ガ）ッ＋（x＋）－1．
　　　We　here　collect　some　notations．　For　fixed　T（），　whose　role　is　to　in（3．2），　we
consider　the　correspondences
（3ユ3a）7（ロ）∈1｝G，ξ（口）∈Lg　with　”）’±（7To　±M）∈、L±G，ξ±（70土ロ）∈L±9．
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Forξ（ロ）∈Lg，　letξ（t）（respectivelyξ（「）
right　invariant）vector　field　on　Q
ξ（・）：
（3．13b）
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　）be　the　left　invariant（respectively
　　　　　　　　　　　　　　＝LG　whose　value　at　the　Lie　algebra　Lg　is
　　［ξ（のatg（ロ）】　＝　g（ロ）ξ（ロ）　＝　g（ロ）ξ＋（T｛）＋ロ），
　　［ξ（「）atg（ロ）］　ニ　ξ（ロ）g（ロ）　＝　ξ一（7b一ロ）g（ロ）．
　　　　　　　，see（3．13a）．　Then，　forξ，η∈Lg，　we　have
　　　　　　　＝　　［ξ，η］（t），　　［ξ（「），η（「）】　＝　　一［ξ，η］（「）・
　　　　　f・rんニ〈レ，W＞：
　　　　　　　：＝fw（9，v）十〈u，　w＞＝〈w，　v＞q十〈u，　w＞．
　　　the　relation（2．9）becomes
　　　　　　　　　　＝　・F険、，W2】一（β一（1〃）（Wi，Uノ〉），
　　　　In　the　geon真etric　quantization，（2．12）becomes
　　　　　　　A　　　　　　∬w・s＝　－i▽ws十〈u，w＞s．　　　　　　　　　　　　’
　　　CK（ξ，η）　二　　賜F　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）be　the　left　invariant（respec＿
　　　　　　　　　　　　　　　　，that　is，
・釜』）（6、9（・），δ、9（・））一・（9－1（・）6、9（・），9－1（・）6・9（。）），
・蜜乙）（6・9（・），6・9（・））一・（6・9（・）9－1（・），δ・9（・）9”1（・））・
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For　the　second equalities
（3・13・）　［dt），・n（の］
　　　In　genera1，　for　a　1－form　u　and　a　vector　field　W　on　Q，　we　define　the　function
F轟1onTQ　as fw．十
（3．14a）　　　　　 FW（q，　v）
For　such　functions　　　　　　　　　　　　　　　，
（3．14b）　　　　　 ｛」F艶1，」F臨｝
forWb　W2∈V（Q）．
（3．14c）
　　　We　let　uK　be　the　1－form　on（～　　　　　　　　　proof　of（4．4．4）of［4］）
（3・15）・K，，（・）（69（・））〈9（・），69（・）〉，（・）f。2”　d・〈9’（・），69（・）＞s，（。）
　　　We　also　let　cK　be　the　2－℃ocycle　on　Lg　given　by（see（4．2．2）of［4］）
（3・16・）　　　／。2”　d・〈ξ（・），η’（・）＞
For　2－cocycle　c　on 1ン9， let c（の（respectively　c（「）
tively　right　invariant）2－form　on五G
（3．16b）
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Writing　the　2－－form（1．7）on　Q＝五G　asβκ，　we　have
（3・16c）　　　　　　　βK－dlレκ　＝　c～9，　βK＋（オレK　＝　－c～～．
Now　consider　the　x＋part　of　the　action（3．12）：
9＠＋，ガ）→9（x＋，ガ）7＋＠＋）－1．
The　Noether　charge　ic’∈0°°（Tq）f（）rξ（ロ）∈Lg　（orξ＋（70＋ロ）∈L＋g）
is　given　by（（4．20）in［2D
（3・17）々（9（・），69（・））一吾∠2πdσ〈δ9（・）＋9’（σ），9（・）ξ・（7・＋・）＞Of。），
i・e・，々一肇・Thi・i・an・1・m・nt・fT’（Tq）・Fr・m（3．17），（3．14b），（3．16・）
and（3．16b），　we　have
（3・18）　　　　　　　　　　　　　　｛ic’，in’｝　＝　1iもη1－c」κ（ξ，η）・
　　For　the　x－part　of　the　action（3・12）’：9（x＋，x－）→7－（x－）9（x＋，x－），　the
Noether　charge　ll「∈0°°（Tq）f（）rξ（ロ）∈Lg　or　ξ一（7b一ロ）∈L－g　is　given
by
（3．19）
∫♂（9（・），δ9（・））
i…，穿＝F轟，
（3．20）
一一
瘁ﾚ2πd・〈δ9（・）－9’（・），ξ一（T・一・）9（σ）〉、（。），
and　we　have　as　above
｛1♂，㌃｝　＝　・r［i，η】＋c1ぐ（ξ，η）・
4? Hilbert　space　of　WZW　model
Let　us　summarize　our　situation．　We　regard　the　WZW　model　as　the　charged
system（q；〈，〉，u，β）with　9＝LG，（1．4，6）andβ＝βκof（1．7）．　The
Hilbert　space（the　space　of　quantum　states）by　the　geometric　quantizaもion　of
the　system　is　considered　as　r（Bκ），　where　BK　is　the　line　bundle　over（？with
the　connection　whose　curvature　isβκ．　we　remark　that　the　word、eilbert　space
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used　here　is　not　the　ma．thematical　one，　that　is　the　complete　space　with　respect
to　a　given　i皿er　product．　It　is　our　future　problem　to　give　proper　inner　product
to　our　space．
　　The　condition（2．6）forβニβK　corresponds　toκ∈z・Recall　that　we
have　assumed　K∈Z＞o．　Forξ∈五g，　we　have　the　function　ic’on　7「（LG）with
th・・el・ti・n（3．18）．　Th・fun・ti・n　i・p・・m・t・d　t・th・・P・・at・・な・r（Bκ）→
r（BK）by（2．12）．　The　relation（3．18）is　promoted　through（2．1）to
（4・・）　　　隣，町1－ii［”’η】－iKcl（ξ，η）・
In　order　to　make　the　correspondenceξHiic’∈End（r（Bκ））aLie　algebra
homomorphism（hence　a　representation　of　the　Lie　algebra），　we　extend五g　to
N五g：＝五g（DRwith　the　Lie　bracket　defined　by（see§4．20f［4］）
（4．2）　　　　　　　　　　　［（ξ，r），（η，3）］　＝　（［ξ，η］，c1（ξ，η））　・
Then　we　have　the　Lie　algebra　homomorphism
（4．3）　　　0＋　：Lg　→　End（r（BK））；0＋（ξ，　r）　：＝　i（、な一Kr）　，
with　O＋（ξ，o）一々．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．For　the　x－part　of　the　action（3・12），　the　operator　I，「　：r（BK）→r（BI〈）
now　satisfies
（4・4）　　　　　　　　　　　　［iiE－，ぎf子｝　＝　i・弦η1＋iKcl（ξ，η）・
Conesponding　to（4．3），　we　have　a　Lie　algebra　representation
（4．5）　　　0－　：Zg　→　End（r（BK））；〇一（ξ，　r）　：＝　i（f～＋Kr）　，
　　　　　　　　　　　　　　Awith　O－（ξ，0）＝il6－・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　These　Lie　algebra　representations　are　derived　from　Lie　group　representa．
tions　as　follows．　we層垂浮煤@T：＝51＝｛z∈c；lzl＝1｝and　consider　the　central
　　　　　　　　おextension五G　of五G　by　T（§4．10f［41）：
（4．6）　　　　　　　T→五G→五G，
　　　　　　　　　　　　　　　　　Nwhose　he　algebra　is五g　with（4．2）．　This　means　that　T　is　considered　as　a
subgroup　of五G　contained　in　the　center　with五G／T＝五G．　Considering　the
space
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（4．7）　　0貫『（1ンG）
　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　：＝｛ψ：五G→C；ψ（σの＝ψ（t9）＝オーκψ（ず）forず∈五G，オ∈T｝，
we　have
Proposition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NTんere　is　a　natural・is・m・rphism　between　r（BK）αnd（堺（五G）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（4・8）　　　　　r（1ヲK）∋3←〉ψ∈0黛（LG），
伽・ugんωんゴcん，　tんθLieαlgebrαrepresentati・n（4．3／is　dθrived　fr・煽んεLie
group　representation
（4．g）　ρ＋　：ZG→Aut（0黛（ZG））；予ト〉　［ρ＋（予）・ψ］（ず）＝ψ（ず予），
αnd　the　reprθsentation（4，5／is　derived／rom　巳
（4・1・）ρ一・ZG→A・t（・黛（ZG））；伽［ρ一（N）・ψ］（9）一ψ（N－1ず）．
　　　We　assert　that　the　Hilbert　space　of　the　WZW　model　is　O黛（LG）of（4．7）．
It　is　seen　that　the　representation（4．9）on　the　space　is　of　level－K　and（4．10）
is　of　level　1ぐ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ね（Proof）　　The　central　extension五G　is　a　principal　T－bundle　with　a　connec－
ti・n▽wh・・e　cu・vat・・e　is　clの．　The　c・nnecti・n　V　i・gi・・n　by　th・丘rst．w。y。f
§4．50f［4］as
（4．11）　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ［t）　ト〉　ξ　：＝・　（ξ，0）（2）
forξ∈五9，　where（ξ，0）（t）means　the　left　invariant　vector　field　on　ZG　whose
value　at　the　Lie　algebra　Lg　is（ξ，0）．　See　the　proof　of　Prop．4．5．60f［4］．
　　The　hne　bundle、B、κoveL乙G　is　considered　as　the　bundle　associated　to五G
by　the　representation　t∈丁卜→孟κ∈AutC＝C×．　The　bundle　Bκhas　the
connection▽whose　curvature　isβK．～Ve　also　consider　the　connection▽＋on
βKgiven　by　adding－一　uκto▽．　Locally，▽＝dl－iαand▽＋＝・（オーi（α一uK）
forα＝d－1βκ．　We　see　that，　from（3．14c）and（3．17），　the　operator　2々：
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r（BK）→r（BK）i・n・thi・g　b・t▽ま、，・The　c－t・・e・f▽＋is　c望by（3・16・）・
Ilence　this　corr¢sponds　to　the　connection　given　by（4．11）．
　　The　identification（4．8）is　the　usual　one（Prop．3．5．20f［3D，　through　which
we　have　the　correspondence
（4．12）　　　　　　　　　ゴf～・3　・→　（ξ，0）（2）・ψ・
This　means（4．3）is　derived　from（4．9）．
　　　For　the　x－part，　we　addレK　to▽to　obtain　the　connection▽－on　BK　with
the　cu・v・t・・e－・隻）by（3．16・）．　Th・n　th・・P・・at・・iig・r（Bκ）→r（BK）i・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
・・n・id・・ed　as▽：ξω・0・五G，玉・・t・ad・f（4・11），we　c・n・id・・the　c・nn・・ti・n▽－
9iven　byξ（’）一　（ξ，0）（’），　whose　curvature　is－cl’）by（3．13c）．　Thus，　through
the　identification（4．8），　we　have　in　this　case
（4．13）　　　　　　　　i・な・8　ぐ→　一（ξ，0）（「）・ψ・
From　this　we　see　that　the　representation（4．5）is　derived　from（4．10）・Q・E・D・
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